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Viene usata l’esistenza della trasformata di Hilbert come operatore lineare continuo in 
IP(R,X) per 1 < p < co (X spazio di Banach) come la proprietà che definisce la classe 
(HT), in effetti identica alla classe UMD. Tale clsse di spazi di Banach viene studiata 
senza fare uso della sua caratterizzazione probabilistica. Seguendo risultati di Bourgain, 
si mostra come si possono ottenere, per funzioni con valori in uno spazio di Banach di 
tipo (HT), i teoremi di moltiplicatori di Mihlin e Marcinkiewicz. 


Abstract. The existence of the Hilbert transform as a bounded linear operator in 
L?(R,X) for 1 < p < 00 (X Banach space) is employed as the defining property of 
the class (HT), which is actually identical to the class UMD. Such class of Banach spaces 
is studied without reference to its probabilistic characterization. Following results of 
Bourgain, it is shown how one can derive, for functions with values in a (HT) Banach 
space, the Mihlin and Marcinkiewicz multipliers theorems. 
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1 Introduzione 


Sia X uno spazio di Banach e (9,7, 4) uno spazio con misura finita. Se G è una sotto- 

o-algebra di 7, allora Vf € L!((0,F, n), X) 3g € I!((2,G, 4), X) (unica, a meno di 

insiemi G-misurabili con misura nulla) tale che VG € G / gdu= / f du. Nel linguaggio 
G G 

del Calcolo delle Probabilità, g si chiama aspettazione condizionata di f relativa a G, e si 

denota con E(f|G). 

Se 1 < p < co, allora la restrizione a I?((9,F, 4), X) dell’operatore f > E(f|G) è 
un proiettore di LP((Q,F,u), X) in sè, continuo e di norma unitaria, la cui immagine 
coincide con LP((2,G, 4), X) (per tutto ciò si veda [4] $V.1; si noti che non è richiesta la 
proprietà di Radon-Nikodym su X). 

Sia ora assegnata una successione crescente (Fn)neN di sotto-o-algebre di F, e sia 
(fn)neN una successione in L!((9,F, 4), X). Diremo che (fn; Fn)neN è una martingala 
se Vn € N si ha fn = E(fn+1|Fn). Ponendo g, = În+1 — fn; dire che (fn, Fn)neN è una 
martingala equivale a dire che Vn € N gn € L!((2, Fasi, n), X) e f,9n du=0VG € F,. 


Negli anni ’60, D.L. BURKHOLDER ha dimostrato che se (9n)neN è la successione delle 
differenze di una martingala a valori scalari, allora Vp €]1,00[ 1C, > 0 tale che per ogni 
successione (€n)neN in {1,1} e Vm € N si ha 


m m m 
(1.1) Coi (XLal <(Yera] <a 
k=0 Il» Ilk=o a k=0 lp 


Per funzioni a valori in uno spazio di Banach X la disuguaglianza (1.1) (dove, co- 
munque, C, dovrà dipendere anche da X) in generale non vale. Una condizione sufficiente 
(ma non necessaria) affinché (1.1) valga Vp €]1, co[ è che X sia isomorfo a uno spazio di 
Hilbert; una condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché (1.1) valga per almeno un 
p €]1, c0[ è che X sia super-riflessivo (cioè che la sua norma sia equivalente a una norma 
uniformemente convessa). In realtà, per funzioni a valori in X , la (1.1) non dipende da 
p €]1, oc, il che consente di definire la classe UMD come quella classe di spazi di Banach 
X tali che valga (1.1) per qualche (0, equivalentemente, per ogni) p €]1, 00[. 

. In seguito è stato dimostrato, rispettivamente da BOURGAIN [1] e da BURKHOLDER 
che X è nella classe UMD se e solo se per almeno un (o, equivalentemente, per ogni) 
p €]1, c0[ la trasformata di Hilbert è un operatore continuo da L?(R,X) in sè. È quindi 
— teoricamente — possibile studiare le proprietà degli spazi UMD facendo riferimento solo 
a quest’ultima proprietà. Scopo di questo seminario è di mostrare come questa possibilità 
teorica possa essere attuata in pratica. In effetti nella letteratura sugli spazi UMD viene 
sempre usata la caratterizzazione probabilistica, che ha l’innegabile vantaggio di una 
grande elasticità d’uso; lo svantaggio consiste nella necessità di usare, in modo talvolta 
assai pesante, tecniche probabilistiche applicate a funzioni a valori in spazi di Banach. 


2. Spazi di Banach di tipo (HT) 


Se f ++ Tf = k* f è un operatore integrale singolare che agisce su funzioni scalari, per 
dimostrare che T è continuo da LP a LP? (conl<p< 00) si può procedere come segue: 
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(i) si prova che 7 è continuo da L? in sè, per esempio mostrando che la trasformata di 
Fourier di & è limitata; 


(ii) da (i), usando, per esempio, il teorema di decomposizione di Calder6n-Zygmund e la 
condizione di Hormander su È, si ottiene una stima L!-L' debole; 


(iii) usando (i), (ii) e il teorema d’interpolazione di Marcinkiewicz si ottiene che T° è 
continuo LP? a IP perl<p<2; 


(iv) da (iii) si ottiene la continuità in L? con p > 2 per mezzo di argomenti di dualità. 


Questa procedura si può seguire anche nel caso di funzioni a valori in spazi di Banach, 
con la rilevante eccezione del primo passaggio. Esso infatti si basa sul fatto che la 
trasformata di Fourier è un isomorfismo di L? su se stesso, cosa che è falsa nel caso dello 
spazio L?(RN, X) se X non è isomorfo a uno spazio di Hilbert. Occorre dunque, anche 
solo per arrivare a individuare una classe di spazi, procedere in maniera diversa. 


Nel seguito, E è uno spazio di Banach e Ve > 0 H. è la trasformata troncata di 
Hilbert di indice e, cioè l'operatore di convoluzione f + h. * f, con f € LP(R, E) (dove 
1<p<oo)eh-:R-Rèil nucleo definito da 


_SJ0 se |t]| < € 

het) = { 1/(rt) selt|>e. 
Si noti che h; € L'(R) Vr €]1,00], e quindi, per la disuguaglianza di Young, H. è 
continuo da L?(R, E) a L°(R, E) appena 1< p<g< co. In generale, però, H. non è 


necessariamente continuo da L?(R, E) in sè, nemmeno se 1 < p < 00. 
Si ha comunque, come nel caso scalare: 


Lemma 2.1 Se f € C3(R, E), allora Vp €]1, 00] e Ve > 0 si ha H.f € L?(R, E); inoltre 
H.f converge in L?(R, E) pere + 0. 


Dim. H.f € I?(R, E), perché f € L!(R, E) e he € LP(R). Poiché supp(H.f — Hif) £ 
[-1,1]+suppf se 0 < e < 1, è sufficiente provare che H.f converge in L°(R, E) per 


2 
e + 0. Usando il fatto che A, è dispari, si ottiene || H-f — Hsf||o £ = 16- €] ||f"]|o--- 
Si ha poi: 


Teorema 2.2 Sia 1 < p < co. Supponiamo che deo > 0 tale che H., € L(LP(R,E)). 
Allora H; € L(LP(R, E)) Ve> 0 e ||He|lp-» non dipende da e. 


Dim. Questo segue facilmente dall’identità he(t) = (6/e)hs(6t/€). m 


In base al teorema 2.2, fissato p €]1, 00[, per uno spazio di Banach E si hanno le due 
seguenti possibilità: 


(I) ve>0 H. é L(I?(R,E)) 
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(II) Ve> 0 H. € L(IP(R, E)), con |Ee||p-.p costante; in questo caso, per il lemma 2.1 e 
la densità di C3(R, E) in L?(R, E), si ottiene che Vf € LP(R, E) esiste in L?(R, E) 
illimH.f. 


Nel secondo caso, diremo che E è di tipo (HT),. È poi facile vedere che se E è di 
tipo (HT), e (HT),, e f € I?(R, E) N L°(R, E), allora H:f converge, in L?(R, E) ein 
L°(R, E), allo stesso limite, che possiamo quindi chiamare H f (la trasformata di Hilbert 
di f). Del resto, si ha anche: 


Teorema 2.3 Se 1 < p < 00, ‘E è di tipo (HT), e f € I?(R,E), allora q.d. suR 
lim(HeS)() = (H1(1). 


Dim. Se P. e Q. denotano rispettivamente, gli operatori di convoluzione con il nucleo 
di Poisson e con il nucleo di Poisson coniugato, si prova, come nel caso scalare, che 
(H=f)(t) — (Q2f)(t) 094 e che (RA f)(t) sn (Hf)(t) q.d. Facendo poi uso del 


0 
teorema di Hahn-Banach si trova che Qef = P.Hf, dato che l’analoga uguaglianza vale 
quando f è scalare. mM 


Le operazioni elementari che si eseguono usualmente sugli spazi di Banach conservano 
la proprietà (HT),. 
| Teorema 2.4 Sia 1 < p< 00 ed E uno spazio di Banach di tipo (HT),. 
(a) Ogni spazio di Banach isomorfo a E è di tipo (HT),. 
(b) Ogni sottospazio chiuso di E è di tipo (HT),. 
(c) Se F è un altro spazio di Banach di tipo (HT),, anche E x F è di tipo (HT),. 
(d) Se F è un sottospazio chiuso di E, anche E/F è di tipo (HT),. 


Dim. Diamo un cenno della dimostrazione di (d). È sufficiente provare che IHefllo < 
Cilfil» quando f : R + E/F è semplice e ha supporto di misura finita. Sarà allora f(t) = 
n 


Y xa, (t)0, con 0, € E/F. Seé> le Tx € B è tale che ||xx||e < 6||0x||e/F, si ponga 
k=1 


n 
9(t) = YO x4,(t)cx, in modo che lgllp < SI|fil»- Ser: E — E/F è la proiezione naturale, 
k=1 
si ha H:f = r0(H-9), e quindi IBS] < |Hegllp < IHellp-pllgllp < SIHe]lpp]lfllp- n 


Teorema 2.5 Se (E, F) è una coppia d'interpolazione di spazi di Banach di tipo (HT),, 
allora VO € ]0,1[ sono di tipo (HT), anche [E, Fle (spazio d’interpolazione complesso) ed 
(E, F)op (spazio d’interpolazione reale). 


Dim. Infatti in entrambi i casi Y(L?(R, E), L?(R, F))= I?(R,F(E,F)). m 
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Teorema 2.6 Se E è di tipo (HT), e (Q, 1) è uno spazio con misura o-finîita, allora 
anche I?((Q, p), E) è di tipo (HT),. 


Dim. Identificare L?(R, L?((, 4), E)) con L?(RxQ, E), e applicare il teorema di Fubini. 
mM 


Se E è uno spazio di Hilbert, allora la trasformata di Fourier è un isomorfismo di - 
L?(R, E) su se stesso; perciò la procedura descritta sopra per le funzioni scalari si può 
applicare alle funzioni a valori in E, e si ottiene che 


Teorema 2.7 Ogni spazio di Hilbert è di tipo (HT), Vp €]1, col. 


Fin qui abbiamo parlato di spazi di tipo (HT),; tuttavia l’indice p si può eliminare. 
Infatti si ha: 


Teorema 2.8 La proprietà (HT), non dipende da p. 


Schema di dimostrazione. 


(I) Se E è di tipo (HT),, allora E* (il duale di E) è di tipo (HT), (dove p' è l'esponente 
coniugato di p); si usa il fatto che A, è dispari e che Vg € IL? (R, E*) si ha 


loly = sup {| [FOO]: s e PAR), NF < 1). 


(II) Se E* è di tipo (HT)y, allora E è di tipo (HT),. Infatti E è isomorfo a un sottospazio 
chiuso di E**. 


(III) Se E è di tipo (HT),, allora è di tipo (HT), Vga €]1,p] (applicare la procedura di 
Calder6n-Zygmund-Hòrmander descritta sopra). 


(IV) E € (HT), > E* € (HT)y > E* € (HT), Vr €]1,p9] > E € (HT); Va € [p, col. 
| 


Si noti che dalla dimostrazione del teorema 2.8 segue anche che E è di tipo (HT) se e 
solo se lo è E*. 


È spesso utile lavorare sul toro T anziché su R. Identificheremo T con il gruppo 
quoziente R/Z (invece che, come si fa più di frequente, con R/27Z); conseguentemente 
le funzioni su T si identificano con funzioni su R periodiche di periodo 1. Coerente- 
mente, i coefficienti di Fourier di una funzione f € L!(T, E) sono definiti da Î(n) = 


i 1 g-arint p(4) di (ne Z). 


Se hr = O su [-e,gle her(t) = cot(mt) per e < |t] < 1/2, e se chiamiamo HT 
l'operatore di convoluzione (su T) con h.,r, allora He,r € L(L?(T, E)) Vp € [1,00] e per 
ogni spazio di Banach E, ma la convergenza in IP(T,E) di H.,r per e + 0 non sussiste 
in generale. In proposito, vale il seguente 
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Teorema 2.9 E è di tipo (HT), (1<p< 00) se e solo se esiste Hr € L(IP(T,E)) tale 
che Vf € I?(T, E) H.rf la Hrf in L(T, E). In tal casoVf € IP(T,E)eVWneZsi 


ha (Hrf)(n)=-i(sgan)f(n). 


Per una dimostrazione della prima parte del teorema si veda [3]; per provare la seconda 


parte, si può dimostrare che lim her(n) = —isgnn, e poi si procede in modo ovvio, 
Ei 

perché i coefficienti di Fourier di f dipendono con continuità da f rispetto alla norma di 

IP(T, E). mM 


3 Teoremi di moltiplicatori 
I risultati di questo paragrafo risalgono principalmente a [1] e [2]. Per un’estensione a più 
variabili di spazio, si veda [6]. 

In questo paragrafo, E sarà sempre uno spazio di Banach di tipo (HT) e p €]1, col. 


Stabiliamo che Vf € L!(R, E) la trasformata di Fourier di f e la trasformata inversa 
siano definite, rispettivamente da 


(FNM) = ferite f (0) di 


(FIN (1) = (FÎ(-7) 


Diremo che m € L®°(R) è un moltiplicatore di Fourier in I?(R, E) se Vf € S(R, E) vale > 
la stima 


(3.1) IF'(MFP)Ip < CIS 


con C indipendente da f. 
Diremo che A : Z — C è un moltiplicatore di Fourier in IP(T,E) se Vf € I?(T, E) 
vale la stima 


(3.2) MY Ap e2t0 f(k)II < CIlfII 
keZ 


con C' indipendente da f. Più precisamente (3.2) significa che Vf € LP(T,E) 39 € 
L?(T, E) con [glio < Cilfil» e G(K)=Axf(k) Vk e Z. 


L'obiettivo è arrivare ai seguenti teoremi di moltiplicatori 


Teorema 3.1 (Mihlin vettoriale) Se m € L®(R) NW R\ {0}), con sup |tm'(t)| < 
140 


+00, allora m è un moltiplicatore di Fourier in L?(R, E), e la costante C che compare in 
(3.1) dipende solo da p, E, ||m]lco, pi |tm'(t)]. 
140 
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Teorema 3.2 (Marcinkiewicz vettoriale) Se \ E £°(Z) e 
2-1 
max sup ba Ae — Axg1l up YI lix -A4-1])=7<+00 
N pagno N pagno1 


allora A è un moltiplicatore di Fourier in LP(T, E) e la costante C' dipende solo da p, E, . 
Allo ev. 


Facendo accorto uso della formula di somma di Poisson 


D f(t+n0)= 7 D eT(F)(n/0) 


nez 


(a > 0, f € S(R, E)), e di opportuni ragionamenti di approssimazione, si può ottenere il 
teorema 3.1 come conseguenza di 3.2. Perciò ci occupiamo solo di questo. 


Nel seguito, denoteremo con H la trasformata di Hilbert sul toro introdotta nell’ultima 
parte del 82. Ricordiamo che H € £L(L?(T, E)) e che 


Vn e ZVf € I?(T, E) (Hf)(n)=-i(sgan)f(n). 


Il proiettore di Riesz è l'operatore R definito da (Rf)(t) = 5( f(t)+f(0)+i(Hf)(t)), 


in modo che R € L(LP(T,E)) e ||R]l--.» dipende solo da ||H]|p-p- Si ha poi che Vf € 
I?(T, E) 


0 sen<0. 


(RfY(n) = { Î(n) sen>0 


I proiettori di Riesz traslati sono gli operatori R, (n € Z) definiti da (R.f)(t) = 
e2rint[R(e-27i00) f)](t), in modo che Ro = R, Rn € L(L?(T, E)), con |[Rallp-» = lRllpr 


(Rf) (m) = Î Î(m) sem>n 


0 sem<n. 


Sia A = {m,...,n} un “segmento” di Z (m < n). L'operatore di “somma parziale” 
Sa è definito da (Sa DO) = DI e?9i5* f(k), o equivalentemente da Sa = Rm — Anti: 
Pertanto Sa € £(IP(T, E)), cri Salo < 2||Rllo—p- 

Più in generale, assegnata A : A — C chiamiamo T\ l’operatore definito da (T\f)(t) = 
Y Age?r f(k), o equivalentemente da T, = Y” Ax(Rk — Rk+1) = AmRm — Anfint1 + 


KEA KEA 
Y (Ax Ax-1) Rx, in modo che T) € L(I?(T, E)), con 
k,k-16A 


ITxllnp < (2IlAllco + Vara(A))||Rllop 
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dove Vara(A) = 3° |Ak = Ak41l. 
k,k-1€4 


La dimostrazione del teorema di Marcinkiewicz per funzioni a valori vettoriali si ap- 
poggia sui tre teoremi che sono enunciati qui sotto, e delle dimostrazioni dei quali sarà 
dato cenno nei $4 e 5. 


Teorema 3.3 (Principio generalizzato di contrazione) Per 1 < k < n sia = 


ID Ax;B;, dove {j € Z; Ax; # 0} è un insieme finito Vk. Poniamo u = max 7 lAk;l, e 
jeZ jeZ 
siano fi... fn € IP(T, E). Allora 


1/p 


(3.3) | ;> iDan) <41|Rlp=s (i Deslb) 


E{-1,1}" .k=1 


n 
Nel seguito useremo la notazione S| DO €k--- ||, dove m,n € Z con m < ne= 
€ k=m 
(Emi +++7En) dove € {1,1} e il taglio sulla pa significa che essa va divisa per il numero 
E 
dei suoi addendi (che sono 2°_t1), 


Poniamo Ao = {0} e perk>1A,= fi e N;221<j<2%}, A_4=-Ax. 
Teorema 3.4 3Cp(p, E) € R* tale che se myneZconm<nefELI?(T,E), allora 


n 1/p 
(3.4) (i x 65,118) < Co(0, AI 
E k=m 


Teorema 3.5 Sem,n€ Zconm<ne Îmr---, fn € LP(T, E), allora 


n n 1/p 
(3.5) ND Saxfelle < CP, E") ( pa c+5%,f1%) i 
k=m € 


=m 


Vediamo ora come si deduce il teorema 3.2 dai teoremi 3.3, 3.4 e 3.5. Assegnato A 
come nell’enunciato di 3.2, si ponga : 


%o = max 4 [|Alloo, sup ppi IA — Aral 
keZ r,r-1EAx 


e sia f un polinimio trigonometrico a valori in E, 


f(1) = > 33 eritt f(r). 


k=m rEAk 
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Proviamo che 


NS Aert fr) Io < 127011 Rllo-p Co(p, E) Co(2', E*) IlfIl 


il che è sufficiente a provare 3.2 per la densità dei polinomi trigonometrici in IP(T, E). 
Sia Ax l'operatore in L?(T, E) definito da (Axg)(t) = Chet Î(r); allora Ax =" 


TEAK 


Ax Sa, = Sa,Nk e (per 3.5) 


ID AertO fl = IL Aflo= ND SaAefllo £ 
r k=m k=em 


1/p 
00.8) ( DI D cssataflB) 


€ k=m 


Per il teorema 3.3, dato che Ax = i; A(R,— Rr41i) = Agia RO — AgRo41 + 
A 
rà TEAK 
bh (Ar — A+1)Rr, l’ultimo membro della precedente disuguaglianza si maggiora ulte- 
r=24-141 
riormente con 


n 1/p 
120 Co(p', E*)|IRllpp ( si I Li &x50,113) Z. 
E k=em 


1270 IRllp--p Co(p, E) Co(P', E") fl». 


4 Il principio generalizzato di contrazione 


Lemma 4.1 (Principio di contrazione) Sia X uno spazio normato, p € [1,00[,n > 1, 
(©1,-+11%n) EX"; (Ann---3An) E O". Allora 


A 1/p Di 1/p 
| È, (Tara) <A ( La (Zar) : 


ee{-1,1}" k=m e€{-1,1}" k=m 


Dim. È sufficiente mostrare che se (A1,...,An) € R”, vale la stima senza il coefficiente 


2. È anche sufficiente, per ragioni di omogeneità, considerare il caso in cui ||Allo = 1 
Quindi Ax € [1,1] VK=1,...,n 


11 
Se Ax € {0,1}, allora & = 2Ax- 1€{-1,1} e A = 5 + 306 perciò dalla disuguaglianza 
di Minkowski segue che 


(LI Il È cv) si (CI | > pl) 1/p A 
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1 n 1/p n 1/p 
DI (© [DD bien?) = + ID cisl?) . 
E k=1 e k=1 


Se A € [0,1], allora Ax = Y727A};, con Ax; € {0,1}, e il risultato segue da quanto 
j=1 

appena visto e dalla disuguaglianza di Minkowski. 

Se Ax € [-1, 1], allora Ax = 6k|Ax|, con |Ax| € (0, 1], &£ € {--1,1}, e 


1/p 


n 1/p n 
fa ID sini?) = (© DDEC Put?) = 
E k=1 3 E k=1 


(EiE ap)" < (Cifiane)” 


E 


per quanto sopra visto. (| 


Lemma 4.2 Se E è uno spazio di Banach di tipo (HT), p €]1,00[, fi;--., fn € L?(T, E) 
E Mi;...,Mn E 4, allora 


1/p 


n 1/p n 
(> > &iRm.f) <4|Rp=y (© | Des) 
e =] € = 


Dim. Si applichi (due volte) il lemma precedente, ricordando che 


(Rm S)(5) = (5)(R(4 fe))(5), 


dove (5) a e2rimes, Y(s) = em2rimas. x 


Dimostrazione del teorema 3.3. Non è restrittivo supporre 4 = 1, cosicché 3 Ag; < 1 
jeZ 
Vk. Allora 


n 1/p 
(© ID exTefi 5) < (Minkowski) 
k=1 


E 


n 1/p 
Pa Thu al (© ID ak) < 
il in € k=1 


n 1/p 
(lemma 4.2) 4|[Rllp9 YO Vial + landa (© Il Desk) pù 
] e k=1 


il In 


/p 


n n 1/p ® i 
41", Îl Dial (© iTek) <4||Rllpy (© Hei) 


=1 je 
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5. Il nocciolo duro della storia 


Il nocciolo duro della nostra storia è la dimostrazione del teorema 3.4, perché poi 3.5 
si ottiene con ragionamenti di dualità, facendo uso della “ortogonalità” reciproca degli 
operatori Sa,. Si noti che il teorema 3.4 non è altro che il teorema di Marcinkiewicz per 
il caso particolare in cui A : Z + C è tale che A_ = €x Vr E Ax. 


Lemma 5.1 Sia E uno spazio di Banach di tipo (HT), e siano g,r €]1, 00[ con 


LL cd 
S4sa Sl 
q Tr PD 


Perk=1,...,n sia x € L(T), con dx(0)=0, e fr E L'(T, E). Allora, chiamando Hc 
e Hr le trasformate di Hilbert in LP(T) e in LP(T, E) rispettivamente, si ha: 


IEellzz, f 


pri XY (Hope) (0x+1)fk(01,.--,9k)||P d0, ... dOn4i £ 
» k=1 


fra UD Pe014a) ft 06) Di». dPnsa < 
’ k=1 


Mel» foga IIS C0#) era) (01 06)? da -. dota 


L’idea fondamentale della dimostrazione, per i dettagli della quale rinvio a [1] o a [5], è che 
se 4 € L"(T), g è un polinomio trigonometrico con supporto C {-N,...,.N} e (k)=0 
per |k| < N, allora (Hcv)9 = Hr(Y9). 


Wn > 1 chiamiamo rn l’n-esima funzione di Rademacher, cioè la funzione su [0, 1[ tale 
= k-1 k 
che Tn(t) = (-1)F 1 Vi E >. DA | 


Lemma 5.2 Sia E uno spazio di Banach di tipo (HT), pe]l,0[, n>1. Per1<k<N 
sia Fx: {--1,1}" — E una funzione. Allora Ve € {-1,1}" 


[IDarn@OR O, ie 


Lal, [ND FO) 
k=1 


Dim. Si ponga I = [--1/2,1/2] e s:/— R, s(9) = sgn(cos@). Allora s è pari e 8(0) = 0. 
La disuguaglianza da provare equivale a 


Jr DO ren )eeFi(6(01),---5(00))IP dA... dPnga £ 
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Isl, Joi | }a 5(0x+1)Fx(5(01), SIOE) s(0x))|[P db, DO dbn41- 
k=1 


Applicando il lemma 5.1, si vede facilmente che il primo membro di questa disuguaglianza 
è 


< Hell, La Il YO (Hos)(0x+1)exFk(s(03), ---35(0k))||P d01...d0n41 = 
k=1 
(dato che s è pari e (conseguentemente) Hcs è dispari) 


Nel» fl D(H09) (00) Fe (0), -35(06))IP d01 ... dbnsa 


(ancora per 5.1) 


n 
NA? fu NI A FE(S(01),-.,5(00))|P 81... 49. 
k=1 


E facile vedere che una funzione su [0, 1[ si può scrivere nella forma 


tr rava(6) Fa(ra(t),...,7a(0)) 


se e solo se gode delle due seguenti proprietà: 


1 
(i) è costante su E a Di [= —i e cu grti 
(ii) ha valor medio nullo su E na ‘Da Z| Vj=1,...2". 


Sia ora f € L!(T,E)= L°(10, 1[ di e Vn > 1 sia Mf la funzione da (0, 1[ a E che 
su ogni intervallo del tipo 3 - il (f = 1,...2") coincide con il valor medio di f 


sull’intervallo medesimo. È facile si verificare che M,f — Mn+1f soddisfa (i) e (ii), e 
quindi il lemma 5.2 fornisce: 


Lemma 5.3 Sia E uno spazio di Banach di tipo (HT), p €]l,c0[, n > 1. Allora Vf € 
I?([0, 1, E) 


| V'aftf- Mex P)llp < MEelbsllfllo 


k=1 
Dim. Infatti da 5.2 segue 


DO ex(Mxf — Mx f)llp < IEelipll DO Mef — Mea fl = 
k=1 k=1 


VA slp_pllM1f — Mosa fllo <2IH6l}slfl 
perché ||M;|lp-,p < 1. a 
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Chiamiamo ora m, l’operatore di traslazione in L?(T, E), cioè (Th f)(0) = f(0-h), e 
1 n 
poniamo Gyf = i tyMyt-nf dh (f € LP(T,E)), in modo che IO €x(Gx — Geaa)fllo £ 
k=1 


2||H. Ell}pl fl», e inoltre, dopo calcoli fastidiosi ma non difficili, 


sin4(27"-!7r) 


(Gnf — Gnyif)()=- imm? Î(r). 


(ang? 
sin(2-"-17r) 
in LP(T, E) definito da (T2f)(r) = An5f(r). Allora Tr(Gn — Gnti) = (Gn — Gny1)Tn = 
Sa,; pertanto, per il teorema 3.3, 


Poniamo ora n, = — se r € An, Anr = 0 altrimenti. Sia 7, l'operatore 


1/p 


n 1/p n 
(21$ #54) = (LIT RG-64)/) < 
€ k=m 


€ k=m 


n 1/p 
4p||Rllp-p ( SID ex(Ge— Giya)f k) < Su|RllpllEZellipllfllo: 
€ k=m 


Per completare la dimostrazione di 3.4, basta stimare j, che in base al teorema 3.3 si può 
porre = sup px, dove (v. $3) 
k 


241 
pu= Dal + eat Do Pag degna 
j=2E-141 


Ora per j € {2#-1,...,2% — 1}, si ha 2-**rj € [r/4, 1/2|, e quindi |Agg] < 7? mentre 


1/2 


YO leg daga £ J 


i n/4 


d # 
dt sint 


> 


che è una costante assoluta. Perciò per un’opportuna costante assoluta K si ha 


n 1/p 
( SIX cx5,118) < K|Rl-olHeltslflbo 


€ k=m 


Tutti i risultati qui esposti sono riportati, con dimostrazioni dettagliate, in [5]. 
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